
1 ．2015年度の研究計画
本プロジェクトは，細胞の極性の発現の数理モデルの研究，生物拡散のような数理モデルの研究，渋滞研究等で成
功した超離散やセルオートマトンの各種手法で蓄積された数学的解析手法を生かして，様々な分野で見られる自発的
流れと集中化の数理的原理を研究しようという取り組みである．同時に，研究を将来的に発展させていくために研究
者間の人的ネットワークを強化することも目的としている．
このアプローチにおいて中心的な役割を果たすのが⽛非線形偏微分方程式⽜と⽛可積分系⽜の数学理論である．こ
れらは，常に現象から得られる新しい問題を取り入れ，日々進化している．本プロジェクトメンバーの，四ツ谷・森
田・松木平・坂元・Ni・Lou は現象をモデルに持つ⽛非線形偏微分方程式⽜，松木平は⽛可積分系⽜，岩見は⽛実験・
理論の融合の分野⽜で着実に学術的成果を挙げ高い評価を得ている．
研究において重要なのは，プロジェクトの組織内だけでなく，他分野や外部の研究組織との交流である．外部の研
究機関で活躍している第一線の研究者を招聘し，定期的にセミナーを開催する．セミナーでは，研究成果の講演だけ
でなく，未解決の問題や今後の研究動向についても議論しながら意見交換する．また，現場でデータを集めている研
究者との意見交換を行う．
具体的には以下のような計画を予定している．
1 ) 細胞の極性の発現，免疫の働きなどのミクロなレベルで起きている生理的現象のメカニズムを解明する数理的手
法と理論を発展させる．

2 ) 生物集団の棲み分けや感染症の伝播など，マクロなレベルでの現象を数理的に研究する手法と理論を発展させる．
3 ) 局在パターンが伝播する現象のモデリングと解析の数学的基盤を確立する．
4 ) 交通流における渋滞発生のメカニズム，相転移現象を解明する数理的手法と理論を発展させる．
これらの研究課題に共通する⽛自己組織化現象⽜を研究のキーワードにし，理論の発展と研究の深化を目指す．

2 ．研究実績の概要(研究経過と成果)
上に述べた計画 1 )， 2 )， 3 )， 4 )に従い，研究経過と成果について説明していく．
1 )について説明する．研究代表者の四ツ谷は，細胞極性を説明する反応拡散方程式による数理モデルの大域的な

分岐構造を数値計算と数学的な解析を組み合わせて明らかにした．既存の理論だけでは，大域的な数学的解析は困難
であるため，古典的な楕円関数による解表現を求め，それに基づき，古典代数学の知識と現代代数学の強力な道具で
あるグレブナー基底の計算ソフトを駆使することにより数学的な解析に成功した．
加えて，典型的な反応拡散方程式の線形化固有値問題に対して，すべての固有値と固有関数の具体的な表示式を求
め，拡散係数が零に近づくときの固有値の極めて精密な漸近評価と固有関数の漸近形状を明らかにした．従来，この
ようなことは不可能と思われていたものである．これにより反応拡散方程式のより深い理解が可能となってきた．さ
らに，微分型非線形シュレディンガーに対して，従来予想もしていなかった程の多様な進行波が存在することを示し
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た．
坂元は，数理生物のモデル方程式の解の解析に重要な分岐解析の理論と，その応用手法を整理し，まとめた．
2 )について説明する．研究分担者のNi と Lou は，研究代表者との共同研究により，生物集団の棲み分けを説明

する多次元交差拡散方程式に対して，定常解の存在域の上限近くに振幅の大きな定常解が存在し，局所安定であるこ
とを発見し，その証明を示した．多次元で振幅が大きいということで，既存の方法は全く無力であるので，新たな解
析手法を提案し，実行した．現在は大域的な安定性や，拡散係数が極めて小さいときの定常解の一意性について共同
研究を続けている．
岩見は，間接的な実験データを詳細に分析し，細胞外に放出されるウィルス個体数の分布がガンマ分布に従うこと
をつきとめ，これを記述する新しい数理モデルの構築を行った．ウィルス感染において感染細胞内における感染過程
は，実験では直接観測できず，細胞内で何が起こっているか不明で暗黒期と呼ばれているので，これの解明が最終目
標である．
3 )について説明する．森田は，保存則が重要な役割をはたしている細胞極性の発生のメカニズムを数理的に説明

するモデル方程式等について，局在パターンが安定になる数学的根拠について解析した．
4 )について説明する．松木平は， 1次元 3 近傍 3 値粒子セルオートマトンにおいて，いくつかのルールの発展方

程式がMax-Min-Plus 表示で表されることを示し，また，得られた発展方程式と基本図の関係，オイラー・ラグラン
ジュ対応について調べた．交通流における渋滞発生のメカニズムを解明する数理的手法と理論を発展させるものであ
る．
以上の成果は学術論文や，学会等の招待講演で発表している．また，定期的に京都駅前セミナーを開催し，活発な
議論や意見交換を行い，我々の活動を印象付けた．また，特別企画として，大阪駅前セミナーを行ない，さらには，
可積分系や交通流の研究にすぐれている武蔵野大学工学部数理工学科の教員と交流を行った．これらにより，活動の
範囲が大きく拡がり，新しい人脈のネットワークの構築ができた．以上が概観である．
以下に，上記 1 )の主要な研究である研究代表者による，細胞極性モデルの研究内容についてより詳しく述べる．
細胞極性とは，細胞に，ある方向に沿って形態的・生理的性質の何らかの差異が示されていることをいう．細胞内
の成分は，細胞内に均一に分布しているわけではなく，ある偏りをもって存在しており，これらによって極性が生じ
る．初期段階では細胞内の成分は一様にみえるのに，どのようにして極性があらわれるかの機構の解明がさまざまな
立場から精力的になされている．
石原秀至は，頭部と尻部の生成を説明するために先行研究を踏まえつつ，反応拡散方程式を用いた数理モデルを提
唱し，その数理モデルの数値シミュレーションを行ない，大⁋達による実験グループと検討を行いながら細胞極性の
機構の説明を試みている．その後，Y.Mori, A.Jilkine and L.Edelstein-Keshet は，よりあつかいやすい数理モデルを構
築し，数理モデルの数値シミュレーションを行なって機構解明をめざしている．
実際に発表された論文を引用する．S. Ishihara, et al. (Prys. Rev. E 75 015203 (R), 2007) とM.Otsuji, et al.
(PLoSCompt. Biol. 3: e108, 2007) に由来を持った，Y.Mori, A.Jilkine and L.Edel -stein-Keshet (SIAM J.Appl Mth,
2011) による細胞極性モデルの数学的解析を行った．モデル方程式は
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である．(TP)はタンパク質の活性化・不活性化のダイナミクスを反応拡散方程式で記述した時間発展問題である．
􀀽􀀽 􎜀􎜀 􀀬􀀬 􎜐􎜐は活性タンパク質の濃度， 􀀽􀀽 􎜀􎜀 􀀬􀀬 􎜐􎜐は不活性タンパク質の濃度， 􀀾􀀾􀀰􀀰􀀬􀀬 􀀾􀀾􀀰􀀰は細胞内でのそれぞれの

タンパク質に対応する拡散係数である． 􎜀􎜀 􀀬􀀬 􎜐􎜐􀀫􀀫 􎜀􎜀 􀀬􀀬 􎜐􎜐の に関する積分量であるタンパク質の総量 は，初期時
刻のタンパク質の総量である 􎜀􎜀 􀀬􀀬 􀀰􀀰􎜐􎜐􀀫􀀫 􎜀􎜀 􀀬􀀬 􀀰􀀰􎜐􎜐に一致し，時間によらず保存されるという特徴を持つ．
実際の現象において，不活性タンパク質の拡散係数 は，活性タンパク質の拡散係数 と比べて十分大きいことが
知られている．このことにより，(TP)において 􎎳􎎳􂈞􂈞とすると， 􎜀􎜀 􀀬􀀬 􎜐􎜐􎎳􎎳 􎙮􎙮􎜀􎜀 􎜐􎜐となり，時間発展問題の極限方程式
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を得る．
タンパク質の総量保存により，(TP)の定常問題は次の積分制約条件付非線形境界値問題
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となる．ここで， 􀀽􀀽 􎜀􎜀 􎜐􎜐， 􀀽􀀽 􎜀􎜀 􎜐􎜐， 􀀾􀀾􀀰􀀰は既知の定数である．
(SP)において 􎎳􎎳􂈞􂈞とすると， 􎜀􎜀 􎜐􎜐は未知定数 􎙮􎙮となる．また，最も基本的である単調増加な 􎜀􎜀 􎜐􎜐に焦点を
あてると， を既知，􎜀􎜀 􎜀􎜀 􎜐􎜐􀀬􀀬 􎙮􎙮􎜐􎜐を未知とする定常極限方程式
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を得る．
上記Y.Mori, A.Jilkine and L.Edelstein-Keshet の論文中で，定常解全体の構造を示唆する(SLP)の分岐曲線が数値
的に得られている．しかしながら，数値計算結果は示唆とはなっても，微分方程式の離散化や，拡散係数がある程度
大きい場合しか計算できないため，定常問題の解全体の様子や，時間発展問題としての安定性を正確に知るためには，
数学的な解析が不可決である．現象解明の次のステップにすすむため，提示された数理モデルで何がいえるのかいえ
ないのかを明確にしておく必要がある．それにより，数理モデルの有効性と限界がはっきり見えてくるからである．
K.Kuto and T.Tsujikawa (DCDS suppl., 2013) により(SLP)の数学的解析が始められた．彼らは，ほとんどすべて
の 􀀾􀀾􀀱􀀱に対して，分岐曲線が存在することを示した．この結果は，証明の技術的制約からくるものであり，分岐曲
線の厳密な存在・非存在定理，さらには，分岐点での方向，大域的なつながり方の解明が待たれていた．
今年度の研究では(SLP)に対して，以下に述べることを数学的に示した．
⿠すべての に対する分岐曲線の厳密な存在・非存在．
⿠ 1次分岐の方向，接続の様子．
⿠非自明定常解からの分岐点の一意存在と，その点からの分岐曲線の挙動．

さらに，(TLP)の解の安定性を数値的に調べた．
既存の分岐理論では分岐曲線の局所的な解析に重点がおかれている．また，積分制約条件が課された設定は未整備
で，(SLP)のような問題の大域的な分岐構造を調べることは極めて困難な問題である．そのため，上記の結果を得る
には従来手法とは全く異なる新しい手法が必要となった．
(SLP)の分岐曲線を調べるため，分岐曲線を積み重ねたものを考える．これが曲面になることは直感的に想像する
ことができる．この曲面(大域的分岐シート)の等高線として分岐曲線が得られる．しかし，このアイデアはほとんど
の場合にシートを具体的な数式で書くことができず，不可能で非現実的と考えられ，このような考え方は通常行わな
い．
この方向での先行研究として，S.Kosugi, Y.Morita and S.Yotsutani (DCDS 19 2007) による Cahn-Hilliard 方程式の
定常解の解析がある．彼らは，すべての解の表示式と大域的分岐シートの表示式を発見し，分岐曲線の様子の解明に
成功している．(SLP)はこの問題に似ているが，さらに難しくなっている．本研究では，この点に着目し，彼らの結
果を応用・発展させ，上記の結果を得ることに成功した．
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