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１．2017 年度の研究計画 
 本プロジェクトは２年計画の 1 年目である． 

生物拡散・伝染病の流行，形態形成での細胞極性の発現を典型例とする，時間的空間的

な局在パターンの生成や伝播，および，それに対する交差拡散や非局所効果の大域的分岐

構造や解形状に及ぼす影響の本格的な数学的解明は始まったところである．これらの解明

のためには，従来の局所分岐理論や関数解析的方法だけでは不十分であり共通の困難さを

含む．それを乗り越えるためには，新たな方法論と，高い立場から見直した融合的な研究

の両方が必要となる． 
  ここ数年で研究代表者が独自に発展させてきた楕円関数を用いた解表示とその大域的分

岐構造の解明手法を軸に，分担者のもつさまざまな手法を融合・発展させ，さまざまな分

野に現れる局在パターン生成・伝播と交差拡散・非局所効果の影響の数学的解明を目的と

する．同時に，研究を将来的にさらに発展させていくため人的ネットワークを強化するこ

とも目的としている．  
交差拡散とは，競合する相手の密度勾配を感知して, その密度の低い方へ積極的に移動，

即ち， 相手種の多い領域を避けるという非線形拡散であり，すみわけ現象の数理モデルに

あらわれる．非局所効果とは，例えば保存則をもつ反応拡散系を単独方程式に帰着すると

現れ，微分方程式の中に，求めるべき解の積分量を含むものである．これらの数学的解析

は極めて困難なものとなる． 
 本プロジェクトメンバーの，四ツ谷・森田・川上・Ni・Lou は「非線形偏微分方程式」

および「解の具体形を求める手法」を巧みに組み合わせて研究し，岩見は「実験・理論の

融合の分野」で着実に学術的成果を挙げ, 高い評価を得て，全員が科研費をはじめとする

外部資金を獲得してきている．特に，分担者の Ni 教授，Lou 教授は「非線形偏微分方程

式」の分野の世界的リーダー達で両教授とも，半年程度を上海の華東師範大学に設置の 
Center for PDE で研究に専念している．  

研究において重要なのはプロジェクトの組織内だけでなく，他分野や外部の研究組織と 
の交流である．外部の研究機関で活躍している第一線の研究者を招聘し，定期的にセミナ

ーを開催する．セミナーでは，研究成果の講演だけでなく，未解決の問題や今後の研究動

向についても議論しながら意見交換する． 
本プロジェクトは、細胞の極性の発現の数理モデルの研究，生物拡散のような数理モデ

ルの研究，ここ数年で我々独自に発展させてきた楕円関数を用いた解表示式の発見とその

大域的分岐構造の解明への応用で蓄積された数学的解析手法を生かして, 様々な分野で見

られる局在パターン生成・伝播と交差拡散・非局所効果の数理的研究自発的流れと集中化

の数理的原理を研究しようという取り組みである． 
具体的には，以下のような問題に取り組む．  



１）生物集団の棲み分け現象を説明する SKT cross-diffusion 方程式に対する定常極限方

程式の単調な解の一意性や多重度を数学的に証明する．さらに，安定性を数値的に調

べる． 
２）細胞の極性の発現を解明するための数理モデルに対して,最近解明に成功した拡散係数

が無限大とした定常極限方程式の大域的解構造の結果をもとに，本来の問題である拡

散係数が有限のときの大域的解構造を明らかにする． 
３）ＨＩＶ などのウィルスの感染メカニズムの解明のため，岩見が中心になり数理モデル

を作成し，実データとの比較検討や数学的解析を行ない,よりよい数理モデルへと改良

を繰り返していく． 
 

２．研究実績の概要（研究経過と成果） 
 上に述べた計画 １), 2), 3)に従い，研究経過と成果について説明していく． 

１）の SKT cross-diffusion 方程式の交差拡散の効果を調べるため，交差拡散の効果を 
∞とした，定常極限方程式の単調な解の一意性・多重度の研究の進捗状況について述べる．

競合する相手の妨害の度合いを表すパラメータを 0C とするとき， 7 / 3C で劇的に状況

が変化し，1 7 / 3C のとき一意性が成立し， 7 / 3C のとき一意性が成立せず拡散係数

の値によっては少なくとも２個の解が存在することをかなり以前に数値計算で見つけてい

た．十数年間これらのことを数学的に証明することに取り組んできて，数年前にうまくい

く感触はつかんできたが，証明の完成には至っていなかった． 
今回，院生達の協力を得て，集中的に研究をすすめた結果，1 7 / 3C のとき一意性の

数学的な証明に成功した．これは研究発表 (5)にあるように講演発表を行なった．また，

7 / 3C の場合についても，拡散係数が極めて小さいところまで慎重かつ詳細に数値計算

を結果，複数個解が存在する場合において，解が２個の存在する場合と３個の解が存在す

る場合があり高々３個であるということを数値計算により数値発見した．これについては

研究発表(5)にあるように講演発表を行なった．これらの結果を論文としてまとめていると

ころである．なお，0 1C の場合および安定性についても，研究発表(6)において中間報

告を行なっている．また，研究発表(4)は間接的ながら関連する論文である． 
２）の細胞の極性の発現を解明するための数理モデルに対して，拡散係数が無限大とし

た極限方程式の大域的解構造の概略はすでに論文として発表している．しかし，２次分岐

点の存在や分岐曲線の単調性・非単調性については数値計算よりどうなっているかは数値

的に確認している．このことについて研究発表(8)にあるように講演発表を行なった．２次

分岐点の存在についての数学的証明はみつけたので論文を書いているところである．分岐

曲線の単調性の問題は状況が複雑で数学的な証明は容易ではないという感触をもっている． 
この問題を解くために，細胞極性モデルと密接に関連する，非局所項を含む空間１次元

有限区間でのノイマン境界条件下でのアレン・カーン方程式の定常解を詳しく調べている． 
研究発表(1)，(2)にあるように，２次分岐を含む大域的解構造については論文として発表し

ている．このモデルでは分岐曲線は，数値計算により分岐曲線は単調であることが数値的

にわかっている．このことを，研究発表(7) にあるように，講演発表を行なった． 
本来の細胞極性モデルで拡散係数が有限のときの大域的解構造を明らかにすることの

研究の進捗状況について述べる．拡散係数が 21/ より大きいときについては，拡散係数が

∞のときの解の表示式を巧妙に利用することにより，本来の数理モデルに対しても表示式

を得ることができ大域的構造を解明できることがわかった．研究発表(8)でこれについても

講演発表を行なった． 
３）のＨＩＶ などのウィルスの感染メカニズムの解明のための研究の進捗状況につい 

て述べる．岩見は，間接的な実験データを詳細に分析し，細胞外に放出されるウィルス個

体数の分布がガンマ分布に従うことをつきとめ，これを記述する新しい数理モデルの構築

を行った．ウィルス感染において感染細胞内における感染過程は，実験では直接観測でき

ず，細胞内で何が起こっているか不明で暗黒期と呼ばれているので，これの解明が最終目



標である．研究発表(24)～(31)にあるように，岩見が中心になり，直接的に関連するもの

と間接的に関連するもの両方について数理モデルを作成し，実データとの比較検討や数学

的解を行ない,よりよい数理モデルへと改良を繰り返しいる． 
      上記１）～３）に対する研究成果に加え研究課題に関連する研究成果について説明する． 

森田は，研究発表(9)～(15)にあるように，保存則が重要な役割をはたしている細胞極性

の発生のメカニズムを数理的に説明するさまざまな微分方程式を用いた数理モデルについ

て，局在パターンの存在や安定について数学的に解析し論文として発表し，講演発表を行

なった 
川上は，研究発表(16)～(23)にあるように，個々のモデルで解析の背後に潜む統一的な

数学的な原理を分類し見抜いてそれを論文として発表し，講演発表を行なった． 
 Ni は，研究発表(32)～(33)にあるように，数理生態学とそれに密接に関連した数学的研

究で，空間非一様性がもたらす，従来の常識を覆す深い結果を論文として発表している． 
 Lou は，研究発表(34)～(37)にあるように，広範な数理生態学とそれに密接に数学的研

究で，数学的な深い研究によりはじめて判明する驚くべき結果を論文として発表している．  
さらに，京都駅前セミナー，大阪駅前セミナー，龍谷大学武蔵野大学研究交流会，共同

研究者龍谷大学への招聘といった形で，外部の研究機関で活躍している第一線の研究者と

の交流を通じて，研究成果の講演だけでなく，未解決の問題や今後の研究動向についても

議論しながら，新しい人脈のネットワークの構築し，我々の研究に役立てていった．  
以下に，上記 2) の細胞極性モデルの解の大域的な分岐研究構造の本質を理解するため

に極めて有効な働きをする，研究発表(2), (3), (7)の内容についてまとめて簡潔に説明する． 
この論文ではノイマン境界条件の下での非局所項をもつ１次元アレンー・カーン方程式 
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について考察している．ここで， d  は正数のパラメータであり，  は非負のパラメータ

で， : (0, 1)I  である． 
 方程式 (1.1) は，定数解 1, 0, 1u  をもつ． 1, 1u  は安定で 0u  は不安定であ

る．ここでは非減少な解に焦点を絞って解を調べる．なぜならば，任意の解は，非減少な

解のスケール変換と折り返しを組み合わせて得られるからである．また， ( )u x  が解なら

ば ( )u x  も解である． 
0 のとき，すなわち，非局所項（解の定積分項）がないとき，方程式(1.1)は１次元

アレンー・カーン方程式とよばれているもので，すべての解は定数解 1, 0, 1u  と原点

に関して点対称な非定数解で尽くされ，この非定数解は，定数解 0u  から一次分岐した

ものであり不安定である．これらは既によく知られていることである． 
0 のとき，すなわち，非局所項をもつときのアレンー・カーン方程式は，反応拡散

方程式の分野のさまざまな場面にあらわれてきた．しかしながらこの問題はパラメータ ，

および，解から決まる定積分が非線形項の中にあらわれるため，通常よく使われる特異摂

動法や関数解析的な手法だけでは，解が定数解に極めて近いとか，特別の形の特異解に近

いといった特殊な状況下で僅かに断片的な情報を知ることができるがせいぜいで，解の大

域的構造を知ることは極めて困難であるというのが従来の認識であった． 
我々がまず興味をもったのは， 0 で  を小さな値で任意に固定したとき，上記の１

次分岐解から，２次分岐が起こっているのかどうか，起こっているとすれば，拡散係数 d を

小さくしていったとき，それはどのような解に近づいていくのといった，  ごとの解の

大域的構造である．  



さらに興味をもったのは， を大きな値まで含めて， 0 から を正の方向に動かし

いったとき，(1.1)の解の大域的解構造は， に応じてどのように変化するかということで

ある．例えば，２次分岐を起こす の値はどのように変化していくのか，適当な の値で

２次分岐を起こさなくなったりするのか．解の大域的構造に劇的な変化がおこるのかとい

ったことである． 
論文(2), (3)の結果をまとめておおざっぱに述べると次のようになる． 

  ・解の大域的構造は， 1, 3　で劇的な変化をおこす． 
・解の大域的構造は 0 1, 1, 1 3, 3, 3  それぞれで本質的に異なる． 
・２次分岐がおこるのは 0 1  の場合に限る．それは定数解 0u  から１次分岐し

た，原点に関して点対称な非定数解が 2ˆ( ) (0,4 / )d d  において分岐を起こすも

のである．さらに， 

   0 のとき ˆ( ) 0d ，  1のとき 2

4ˆ( ) .d  

・以上で述べた，すべての解はヤコビの楕円関数と完全楕円積分を用いて具体的に表示 
 することができる．また，分岐点 ˆ( )d の値も完全楕円積分からなる超越方程式を解

くことにより具体的に求めることができる． 
 
これらの結果をどのようにした得ることができたかの考え方を説明する． 
方程式(1.1)を， ( , ( ))u x を未知数とする，拘束条件束条件つきアレンー・カーン方程式 
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に書き直す．(1.1) は (1.2)－(1.3) と同値である． 
0d ，  を既知として，(1.2)を満たすすべての ( , )u d  を求め，そのなかで(1.3)を

満たすものを選びだせば，(1.1) のすべての解がえられる．さらに，  を固定したときの 
(1.1) の大域的解構造を知る問題は，(1.3)を 
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と書き直して，(1.4)を満たす ( , )d をすべて求める問題に帰着される． 
 これまでに我々は，(1.3)と本質的に同じ方程式に対して，すべての解をヤコビの楕円関

数と完全楕円積分を用いて具体的に表示する方法を発見している．これを応用して，(1.3)
のすべての解 ( , )u d をヤコビの楕円関数と完全楕円積分を用いて具体的に表示すること

ができる．このことから，(1.4)は幾何学的に解釈すると，曲面 
1

1

1( , ) : ( , ) (1.5)
2

d u d dx

の高さ 1 /  の等高線である．このようにして，方程式(1.1)の大域的解構造を調べる問題

は，曲面 ( , )d  とその等高線を調べる問題に帰着される． 
 では，曲面 ( , )d はどのような形状をしているの，高さ 1 /  の等高線はどのよう

になっているかについて見る．図 1～図 5 は，曲面 ( , )d をさまざまな方向から見た

ものである．図 1，図 2 は鳥瞰図である．図 3 は正面図，図 4 は側面図である．図 5 
は上方からみたものであり，図中にいろんな高さの等高線が一緒に描かれている．これら

の等高線が，方程式(1.1)の大域的解構造を示しているのである． 
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４．本研究課題のキーワード 
 
（１）localized pattern （２）cross-diffusion （３）reaction diffusion equation 
（４）nonlocal effect   （５）bifurcation     （６）exact solution 
（７）elliptic function  （８）elliptic integral 
 
 
 


